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Работа посвящена явлениям переноса за счёт теплопроводности и диффузии. В ней раскрывается 

сущность математической аналогии между уравнениями теплопроводности и диффузии. Под 

математической аналогией в приведённой работе понимается эквивалентность математических 

формулировок разных физических задач с точностью до постоянных. Привлекательность математических 

аналогий заключается как раз в том, что при известном решении одной задачи легко записать 

соответствующее решение математически идентичных задач другой физической сущности. Эти решения 

можно использовать при описании диффузионных процессов, а также других явлений при одинаковой 

математической постановке.  
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The work is devoted to the phenomena of transfer due to thermal conductivity and diffusion. It reveals the essence 

of the mathematical analogy between the equations of thermal conductivity and diffusion. The mathematical 

analogy in this paper refers to the equivalence of mathematical formulations of various physical problems up to 

constants. The attractiveness of mathematical analogies lies precisely in the fact that, with a known solution to one 

problem, it is easy to write down the corresponding solution to mathematically identical problems of another 

physical entity. These solutions can be used to describe diffusion processes, as well as other phenomena with the 

same mathematical formulation. 
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Сущность математической аналогии между уравнениями теплопроводности и диффузии 

считается наиболее наглядной [1]. Нестационарные процессы перераспределения 

температуры и вещества описываются уравнениями параболического типа при 

соответствующих начальном и граничных условиях [2]. Эти уравнения отличаются друг от 

друга физическим смыслом постоянных. После перенормировки последних из решения задачи 
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теплопроводности легко записывается решение соответствующей задачи диффузии. Если в 

системе отсутствуют источники (стоки) тепла, то нестационарное уравнение 

теплопроводности для трехмерного случая имеет вид (декартовы координаты) [3-9]: 
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где 𝑎2 =
𝜆

𝐶𝜌
 – коэффициент температуропроводности,  

𝜆 – коэффициент теплопроводности, 

С – теплоемкость твердого тела при постоянном объеме,  

𝜌 – плотность материала. 

Уравнение можно записать в компактной форме использую символическое обозначение 

оператора Лапласа в декартовой системе координат: 
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С учетом (2) получим: 
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Легко убедиться, что правая и левая части уравнения (3) имеют одинаковые размерности. 

Так, например, в системе СИ имеем: 

[𝑎2] =
𝑚2

𝑐
, [

1

𝑎2

𝜕𝑇

𝜕𝑡
] =

𝐾

𝑚2
; [∆𝑇] =

𝐾

𝑚2
 

При этом используется абсолютная шкала температуры Правильность тех или иных 

соотношений очень часто проверяется с привлечением размерностей соответствующих 

величин. Если в системе имеются источники(стоки) тепла, то уравнение теплопроводности 

изменяется 
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где f(x,y,z,t) –объемная плотность внутренних источников (стоков) тепла размерностью 
𝐵𝑚

м3 . В качестве источников тепла рассматривают объемное тепловыделение за счёт 

ядерных реакций. Поглощение тепла может быть обусловлено химическими 

реакциями в твердом теле. В уравнении (4) знак плюс соответствует выделению 

тепла, а знак минус его поглощению. Остальные обозначения соответствуют 

принятым ранее. 

Физическая интерпретация уравнения теплопроводности заключается в следующем. Для 

ясности понимания рассмотрим одномерный случай при отсутствии объемных источников 

тепла: 
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Это уравнение связывает между собой скорость изменения температуры во времени 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
 и 

вогнутость (выпуклость) температурного профиля (вторая производная температуры по 

координате 
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2). Если 
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 > 0 (вогнутый профиль), то 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
> 0. Физически это означает 
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повышение температуры. Для  
𝜕𝑇

𝜕𝑡
< 0, что соответствует понижению температуры. В точке 

перегиба (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 = 0) температура остаётся постоянной. 

Уравнение теплопроводности принадлежит к параболическому (нестационарное 

уравнение) или эллиптическому (стационарное уравнение) типам [10]. Решение 

нестационарного уравнения теплопроводности дает бесконечную скорость распространения 

теплового возмущения. Физически это означает, что температура во всех точках тела меняется 

одновременно. 

Между тем любые возмущения распространяются в твердых телах с конечными 

скоростями, не превышающими скорости звука. Тепловое возмущение также должно иметь 

конечную скорость распространения. Такую скорость называют скоростью тепловых волн или 

вторым звуком. Свое название «второй звук» получил по аналогии между фононами в твёрдом 

теле и молекулами газа. Волновое колебательное возмущение плотности молекул раздаёт звук 

в газе, колебание локальной плотности фононов вызывает второй звук (тепловую волну) в 

твердом теле. Для определения температуры в этом случае используют гиперболическое 

уравнение теплопроводности: 
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где 𝜔2 – скорость распространения теплового возмущения(тепловых волн). При 𝜔2 → ∞ 

уравнение (1) становится параболическим, то есть его решение даёт одновременное 

изменение температуры во всех точках твёрдого тела. Гиперболическое уравнение 

теплопроводности применяют, как правило, при тепловых импульсах малой 

длительности, когда путь теплового возмущения соизмерим с длиной диффузии 

тепла. 

Далее рассмотрим некоторые конкретные примеры использования уравнений 

параболического типа. Эти примеры подтверждают сущность математических аналогий в 

механике сплошной среды. В первую очередь остановимся на математическом описании 

диффузионных процессов [11-19]. Под этим названием понимают перераспределение 

легирующих элементов сплава под действием градиентов концентрации, температуры и 

напряжений. Процессы диффузии в континуальном приближении, то есть распределение 

концентрации атомов примеси является непрерывной функцией. С позиции математического 

формализма уравнение диффузии идентично уравнению теплопроводности (1) (трехмерный 

случай): 

C
z

C

y

C

x

C

t

C

D
=




+




+




=




2

2

2

2

2

21
     (7) 

где D - коэффициент диффузии атомов примеси, С - количество атомов примеси в 

единице объема (размерное значение) или отношение числа атомов примеси к числу 

мест для их размещения (безразмерная концентрация). Континуальное описание 

процесса диффузии предполагает, что в единице объема находится большое число 

атомов примеси Расстояние между соседними примесными атомами сопоставимо с 

параметром кристаллической решетки твердого тела. Интересно отметить, что 

коэффициенты температуропроводности a2 и диффузии D имеют одинаковую 

размерность [
м2

с
]. Это свидетельствует о математической аналогии двух уравнений с 
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разным физическим смыслом. Поэтому решение одной из задач может 

использоваться для описания другого физического процесса. Если в системе 

имеются источники или стоки доя атомов примеси, то соответствующее уравнение 

диффузии аналогично уравнению (4) теплопроводности: 

),,,(
1

1 tzyxfC
t

C

D
=




     (8) 

где функция f1(x,y,z,t) в зависимости от знака определяет источники или стоки 

примесных атомов. При этом размерность этой функции должна соответствовать 

размерности соответствующих членов уравнения (8), то есть: 
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Источники и стоки атомов примеси возникают не только при химических реакциях, но и 

при облучении материала. Так, например, при нейтронном облучении возникают 

радиационные точечные дефекты, вакансии и межузельные атомы. Координатная зависимость 

появления последних описывается функцией f1(x,y,z,t) правой части уравнений (8). И в данном 

случае прослеживается математическая аналгия с задачей теплопроводности с источниками 

или стоками тепла. 

Уравнение параболического типа используют при описании движения жидкости через 

пористую среду [20-27]. В континуальном приближении распределение давления жидкости в 

пористой среде подчиняется уравнению (трехмерный случай): 
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где αр - коэффициент пропорциональности между градиентом давления жидкости и ее 

потоком, р - давление жидкости. Соотношения (3), (7) и (10) с точностью до 

постоянных математически эквивалентны, хотя и описывают различные физические 

явления: температура, концентрация примесей, давление жидкости.  

Таким образом, математическая аналогия между уравнениями теплопроводности и 

диффузии позволяет охватить достаточно широкий спектр подобных задач. 

Привлекательность математических аналогий заключается как раз в том, что при известном 

решении одной задачи легко записать соответствующее решение математически идентичных 

задач другой физической сущности. Известно, что наиболее тщательно и подробно 

проанализированы задачи теплопроводности. Эти решения можно использовать при описании 

диффузионных процессов, а также других явлений при одинаковой математической 

постановке. При этом начальное и граничные условия рассматриваемых задач с точностью до 

постоянных также математически идентичны. Это обеспечивает единственность решения 

математической задачи и гарантирует достоверность полученных результатов. 
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