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Работа относится к вопросам стационарного теплопереноса. Объектом исследования является 

прямоугольная пластина. При этом задаётся линейный закон изменения теплопроводности по одной из 

координат. Что усложняет сам процесс решения. Теплообмен на двух противоположных концах пластины 

происходит при граничных условиях третьего рода, на остальных двух - теплообмена нет. Решение 

находится методом разложения в ряд Фурье. В результате чего получено аналитическое выражение 

распределения температурного поля пластины. Также в работе были рассмотрены частные случаи. Один 

из которых приводит поставленную задачу к задаче с граничными условиями третьего рода, что говорит 

о достоверности полученных результатов. 

Ключевые слова: прямоугольная пластина, стационарная теплопроводность, температурное поле, ряд Фурье, 

метод разделения переменных, функции Бесселя. 
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WITH VARIABLE THERMAL CONDUCTIVITY IN ONE COORDINATE 

 

Kanareykin A. I.,  

Sergo Ordzhonikidze Russian State University for Geological Prospecting, Moscow, Russia (117485, 

Moscow, Miklukho-Maklaya st., 23), e-mail: kanareykins@mail.ru  

 

The work relates to the issues of stationary heat transfer. The object of the study is a rectangular plate. In this 

case, a linear law of change in thermal conductivity is set along one of the coordinates. Which complicates the 

decision process itself. Heat exchange at the two opposite ends of the plate occurs under boundary conditions of 

the third kind, there is no heat exchange at the other two. The solution is found by the Fourier series decomposition 

method. As a result, an analytical expression of the distribution of the temperature field of the plate is obtained. 

Special cases were also considered in the work. One of which leads the problem to a problem with boundary 

conditions of the third kind, which indicates the reliability of the results obtained. 

Keywords: rectangular plate, stationary thermal conductivity, temperature field, Fourier series, method of separation of 

variables, Bessel functions. 

 

Как известно, многие процессы происходят с участием теплообмена. Такие процессы 

играют немалую роль. Повышение энергетической эффективности и компактности 

теплообменных аппаратов тесно связано с интенсификацией процессов теплообмена [1-6]. 
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Отдельно можно выделить двумерные задачи теплопроводности [7-9]. Подобные 

задачи обычно возникают при описании процессов теплопередачи в тонких пластинах. При 

этом существуют различные методы решения подобных задач. Для их решения существуют 

аналитические методы, однако решение некоторых неоднородных и нелинейных задач 

теплопроводности получить аналитическими методами не представляется возможным. 

Решение такого рода задач проводится с использованием численных методов. [10-14]. 

В работе рассмотрен случай с линейным изменением теплопроводности по одной 

координате с заданными граничными условиями второго и третьего рода. Рассмотрим 

однородную пластину с заданными размерами (Рисунок 1). 

 
Рисунок 1 – Прямоугольная пластина с заданными условиями. 

 

Для нахождения решения поставленной задачи необходимо решить двумерное 

дифференциальное уравнение теплопроводности 
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В случае изменения теплопроводности по одной из координат уравнение (1) примет вид 
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При этом нелинейное уравнение (2) должно удовлетворять следующим граничным 

условиям: на двух противоположных концах теплообмен отсутствует 
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а на остальных теплообмен осуществляется за счёт конвекции, подчиняющегося закону 

Ньютона и к ним ещё подводится тепло, которое является функцией от координаты y 
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где α1 и α2 - заданные коэффициенты теплоотдачи, q1и q2 – плотности тепловых потоков. 

Пусть коэффициент теплопроводности λ линейно зависит от координаты x следующим 

образом 

x10  +=
       (7) 

Тогда функциональную зависимость теплопроводности можно представить в виде 

 1=        (8) 

В этом случае уравнение теплопроводности (2) перепишется следующим образом: 
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а граничные условия (4, 5) примут следующий вид: 
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Решение поставленной задачи будем искать в виде функционального ряда [15] 
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Подставим это решение в уравнение (9). После разделения переменных получим 

следующее выражение 
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Его решением является [16] 
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 - модифицированные функции Бесселя нулевого порядка [17-19]. 

При n = 0 уравнение (12) примет вид 
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Его решением является 
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Для получения граничных условий разложим функции q1(y) и q2(y) в ряд Фурье 
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Коэффициенты A0и B0 находятся из решения системы уравнений 
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Для определения неизвестных коэффициентов An и Bn необходимо будет решить 

систему уравнений по формулам Крамера. 

Проведём исследование полученных результатов. Рассмотрим первый случай: пусть 

граничные условия слева и справа одинаковые. Тогда  



q
TT == 0

       (23) 

Это означает, что температурное поле пластины постоянна, то есть не зависит от 

координаты и определяется уравнением Ньютона – Рихмана. 

Во втором случае нет подвода теплоты, тогда  

0=T         (24) 

Как видим температура пластины равна нулю. Что и следовало ожидать. 

В настоящей работе была решена задача о нахождения температурного поля в 

прямоугольной пластине с заданным линейным изменением теплопроводности по одной из 

координат при адибатически изолированных противоположных границ и при заданных 

граничных условиях третьего рода на двух других. Достоверность результатов 

подтверждается тем, что один из частных случаев приводит поставленную задачу к задаче с 

граничными условиями третьего рода. 
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